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逐次定数截尾数据下 ZZ分布的参数估计
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摘 要:对于设计寿命之前很少失效，设计寿命之后失效比例大幅增加的一类存储产品，其寿

命变量用 ZZ分布来描述较为合适。基于逐次定数截尾样本，首先利用泰勒展式将似然函数中的
非线性部分转化为线性表达，使似然方程可解，进而得到参数的近似极大似然估计。其次，运用最
佳线性无偏估计法，给出了参数无偏估计的一般解析表达式，同时针对两种特殊逐次定数截尾样

本，进一步化简了估计的表达形式，且为便于使用，给出了计算所需数表的构造公式。最后对两种
估计做了数值模拟比较，结果表明 ZZ分布的最佳线性无偏估计优于近似极大似然估计。
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Parameter Estimation of ZZ Distribution under
Progressive Type-II Censored Data
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Abstract: ZZ distribution is suitable to describe the life variable of a type of storage products that rarely fail
before a given design life，and the proportion of failures has increased significantly after the design life. Based on a
progressive type-II censored sample，firstly using Taylor' s formula to transform the the nonlinear part of the
likelihood function into a linear expression，the likelihood equation is solvable，and the approximate maximum
likelihood estimation ( AMLE ) of the parameter is given. Secondly，using the best linear unbiased estimation
( BLUE) method，a general analytical expression of the parameter is given. At the same time，the expression form
of the estimation is further simplified for two kinds of special progressive type-II censored sample and the required
number table is constructed for the convenience of use. Finally，a numerical comparison of the two methods is
performed，and the results show that the best linear unbiased estimation of ZZ distribution is better than the
approximate maximum likelihood estimation.
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0 引 言

传统的定时和定数截尾数据有一个共同的特

点:在截尾时间点和截尾数上缺少灵活性，即在寿命

试验中不允许有样品在试验中途退出试验。然而有
些试验样品非常昂贵或者在研究耐久性试验时，如

果试验人员为了减少试验时间希望在一些时间点将

一些未失效的产品移出试验，传统的截尾样本数据

就不适用了。随着基础理论的发展和实际应用中的
需要，逐次定数截尾数据近年来受到广泛关注。
有关逐次定数截尾数据的研究，在国外，最早研

究这类数据问题的文献可以追溯到 1963 年，文［1 －
3］详细的讨论了逐次截尾数据下针对常见几种分
布的推断问题。1995 年后，Sandhu等［4］给出了获得
逐次定数截尾样本数据的抽样方法。Balasooryia
等［5］和 Tse等［6］分别在两参数指数分布和韦布尔分
布下基于逐次定数截尾数据推导出了诸可靠性指

标。Balakrishnan等［7］的著作对逐次定数截尾寿命
试验进行了深入研究，给出了相关模型较为详细的

阐述。Balakrishnan等［8 － 12］讨论了逐次定数截尾样
本下正态分布、指数分布和极值分布参数的极大似
然估计、区间估计和假设检验问题。Soliman［13］研究
了服从 Burr-XII 分布的极大似然估计和 Bayes 估
计。Mahmoud［14］推导出了逐次定数截尾样本下来
自韦布尔 －伽玛分布的顺序统计量的近似矩，并利
用近似矩得到了参数的最佳线性无偏估计和极大似

然估计。Singh等［15］研究了对数正态分布模型的统
计分析问题，得到了参数的极大似然估计和 Bayes
估计。Mahmoud 等［16］得到指数 －帕累托参数的极
大似然估计，并利用近似矩求得参数的最佳线性无

偏估计。
国内对逐次定数截尾数据的研究始于上世纪九

十年代，贺国芳等［17］说明了在实际问题中经常遇到

这类数据，因此有必要讨论这类数据的统计分析方

法。徐晓玲等［18］和王炳兴［19］讨论了 Weibull 分布
基于逐次定数截尾寿命数据的参数估计，分别得到

了参数的极大似然估计、逆矩估计以及区间估计。
杨君慧等［20］给出了广义指数分布参数和可靠度函

数的极大似然估计，并在熵损失和加权平方损失函

数下，给出参数和可靠度函数的 Bayes 估计。杨
敏［21］基于平方损失函数和 LINEX 损失函数，讨论
了双参数 Ｒayleigh分布参数的贝叶斯估计。罗嘉成

等［22］探讨了 Lomax 分布的形状参数和可靠性指标
的 Bayes估计。
由于上述给出的研究均基于常见的几种寿命分

布，然而有些存储产品，在给定的设计寿命之前很少

失效，过了设计寿命之后失效的比例大幅增加，再用

常见一些分布进行统计推断得到的结果与实际明显

不符。张宁［23］给出一个较好解决上述存储产品寿
命的 ZZ 分布，并对这类产品的可靠性指标在截尾
数据情况下进行了相关的统计分析。
此外，上述对逐次定数截尾数据的研究，所获得

的大多是参数极大似然估计和贝叶斯估计的数值

解，并未给出具体的解析表达式，且研究多基于几种

常见分布，并不能涵盖所有产品的寿命类型，因此本

文在逐次定数截尾样本下，试给出 ZZ 分布参数估
计的解析表达式，并配以数表以便使用。

1 ZZ分布与逐次定数截尾试验

1. 1 ZZ分布
ZZ分布的分布函数 F( t) ，密度函数 f( t) ，失效

率函数分别是 λ( t) ［23］:

F( t) = 1 － exp 1 － e
t( )η{ }

m

，t ＞ 0

f( t) = mtm － 1

ηm ·e (
t
η )

m·e1 － e(
t
η )

m
，t ＞ 0

λ( t) = mtm － 1

ηm ·e (
t
η )

m
，t ＞ 0

它含有两个参数 η ＞ 0 与 m ＞ 0，记为 ZZ( m，η) ，其
中 η称为特征寿命，m称为形状参数。
1. 2 逐次定数截尾试验
产品实施逐次增加定数截尾试验的操作如下:

从一批产品中随机抽取 n个独立同分布产品在相同
环境和应力条件下同时进行寿命试验，当观察到第

1 个样品失效时刻 XＲ
1∶ r∶ n时，在剩下的 n － 1 个未失效

的样品中任意抽取 Ｒ1 个撤离试验，还有 n － 1 － Ｒ1

个未失效的产品留下继续试验; 当观察到第 2 个样
品失效时刻 XＲ

2∶ r∶ n时，在剩下的 n － 2 － Ｒ1 个未失效

样品中任意抽取 Ｒ2 个撤离试验，将余下 n － 2 － Ｒ1

－ Ｒ2 个未失效样品留下继续进行试验; 如此下去，

直至观察到 r个样品失效时刻 XＲ
r∶ r∶ n时结束试验，此

时余下的 Ｒr = n － r － Ｒ1 － Ｒ2 －… － Ｒr － 1个样品退出

试验。则 XＲ
1∶ r∶ n ＜ XＲ

2∶ r∶ n ＜… ＜ XＲ
r∶ r∶ n可以看作是移出

数据为 Ｒ =［Ｒ1，Ｒ2，…，Ｒr］的逐次定数截尾试验数
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据，其中 1 ＜ r≤n，且 n = r +∑
r

i = 1
Ｒi。

考虑到在上述失效时刻 XＲ
j∶ r∶ n，j = 1，2，…，r，都

会随机移出 Ｒj 个元件退出试验，故上述观察到的失

效时间不再是容量为 n 的样本的前 r 个次序观测
值，而是 n 个次序统计量中的某 r 个顺序观测值。
实际上，可以将 XＲ

1∶ r∶ n看成容量为 n 的寿命为 t1 ＜ t2
＜… ＜ tn 的第 i1 ( i1 = 1) 个次序统计量 ti1，将 XＲ

2∶ r∶ n看

成容量为 n的寿命为 t1 ＜ t2 ＜… ＜ tn 的第 i2 个次序

统计量 ti2，直到 XＲ
r∶ r∶ n为容量为 n 的寿命为 t1 ＜ t2 ＜

… ＜ tn 的第 ir 个次序统计量 tir，其中 1 = i1≤i2≤…

≤ir≤n。

设 X =［XＲ
1∶ r∶ n，X

Ｒ
2∶ r∶ n，…，X

Ｒ
r∶ r∶ n］是来自 ZZ 分布

逐次定数截尾的样本，Ｒ =［Ｒ1，Ｒ2，…，Ｒr］是试验中

相应被移出的产品数，为书写方便，简记 Xj≡XＲ
j∶ r∶ n，

j = 1，2，…，r，则逐次定数截尾下 ZZ 分布的极大似
然函数为

L = c∏
r

j = 1
f( xj) ［1 － F( xj) ］

Ｒj =

c mr

ηmr∏
r

j = 1
xm － 1
j ·exp ∑

r

j = 1
( Ｒj + 1) 1 － e

xj( )η[ ]
m

+
∑
r

j = 1
xm
j

η{ }m

( 1)
其中

c = n( n － 1 － Ｒ1 ) ( n － 2 － Ｒ1 － Ｒ2 ) …( n － r － Ｒ1

－ Ｒ2 －… － Ｒr + 1) 是与未知参数无关的常数因子。

2 近似极大似然估计

针对 ZZ分布在逐次定数截尾样本下的极大似
然估计没有解析解的情况，借鉴文［9］的方法，考虑
近似似然函数，并求解显示结果。
设随机变量 X ～ ZZ( m，η) ，则 Y = lnX 服从 EZ

分布［23］并且它的概率密度函数为

fy( μ，σ) =
1
σ
e
y －μ
σ ·exp e

y －μ
{ }σ ·exp 1 －exp e

y －μ
{ }{ }σ

其中 μ = lnη，σ = 1 /m。
μ = 0，σ = 1 时标准的 EZ 分布的密度函数和分

布函数有以下的形式:

fy ( 0，1) = e
y·exp{ ey} exp{ 1 － exp{ ey} }

F( y) = 1 － exp{ 1 － exp{ ey} }
X =［XＲ

1∶ r∶ n，X
Ｒ
2∶ r∶ n，…，X

Ｒ
r∶ r∶ n］是来自 ZZ 分布逐

次定数截尾的随机样本，令 YＲ
j∶ r∶ n = lnXＲ

j∶ r∶ n，z
Ｒ
j∶ r∶ n =

YＲ
j∶ r∶ n － μ
σ
，则 z =［zＲ1∶ r∶ n，z

Ｒ
2∶ r∶ n，…，z

Ｒ
r∶ r∶ n］可看成来自标

准 EZ分布逐次定数截尾的随机样本，简记 z≡［z1，
z2，…，zr］，那么由式( 1 ) 得到的似然函数可表示成
以下式子:

L( μ，σ) = C 1
σr∏

r

j = 1
w( zj ) ( W( zj ) )

Ｒj

其中: w( z) = exp{ z + ez +［1 － exp ( ez ) ］} ，W( z) =
exp{ 1 － exp( ez ) }。
从而，对数似然函数为

lnL = － rlnσ +∑
r

j = 1
ln( w( zj ) ) +∑

r

j = 1
Ｒj·ln( W( zj ) )

上式对 μ，σ分别求偏导数，有

lnL
μ

= － 1
σ∑

r

j = 1

w' ( zj )
w( zj )

－∑
r

j = 1

Ｒj

σ
W' ( zj )
W( zj )

=

－ 1
σ∑

r

j = 1

w' ( zj )
w( zj )

+∑
r

j = 1

Ｒj

σ
w( zj )
W( zj )

lnL
σ

= － m
σ

－∑
r

j = 1

zj
σ
w' ( zj )
w( zj )

+∑
r

j = 1

Ｒjzj
σ

w( zj )
W( zj )

得到下列的似然方程组:

－∑
r

j = 1

w' ( zj )
w( zj )

+∑
r

j = 1
Ｒj

w( zj )
W( zj )

= 0 ( 2)

－m －∑
r

j = 1
zj
w' ( zj )
w( zj )

+∑
r

j = 1
Ｒjzj

w( zj )
W( zj )

= 0 ( 3)

由式( 2) 和式( 3 ) 组成的似然方程组不能解出
μ̂和 σ̂的明显表达式。由于式( 2 ) 和式( 3 ) 不能直
接解出是 w' ( zj ) /w( zj ) 和 w( zj ) /W( zj ) 引起的，根据
文［9］中给出的方法，利用泰勒展式在点 cj = E( zj )

处将 w' ( zj ) /w( zj ) 和 w( zj ) /W( zj ) 近似展开。其中，

zj = F － 1 ( Uj ) ，Uj，j = 1，2，…，r是来自于总体为 U( 0，
1) 均匀分布的逐次定数截尾样本。由于 cj = E ( zj )
直接求解比较困难，而 E( Uj ) 在文［4］中已有结论，
故有如下的近似式

cj = E( zj ) ≈F － 1 ( E( Uj ) )

其中 F － 1 ( Uj ) = lnln( 1 － ln( 1 － Uj ) ) ，且

pj = E ( Uj ) = 1 － ∏
r

l = r － j + 1

l + Ｒr + Ｒr － 1 +…Ｒr － l + 1

1 + l + Ｒr + Ｒr － 1 +…Ｒr － l + 1
，qj = 1 － pj，j = 1，2，…，r。

如此，能得到如下的展开式:

w' ( zj )
w( zj )

≈aj － bjzj

w( zj )
W( zj )

≈1 － aj + bjzj
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其中，

aj =
w' ( cj )
w( cj )

－ cj
w″ ( cj )
w( cj )

－
w' ( cj )
w( cj( ))[ ]

2

=

1 + ecj［1 － cj － ( 1 + cj ) exp( e
cj ) － cjexp( e

cj ) ecj］=
1 + ln( 1 － lnqj) ［1 － lnln( 1 － lnqj ) －
( 1 + lnln( 1 － lnqj ) ) ( 1 － lnqj ) －
lnln( 1 － lnqj ) ln( 1 － lnqj ) ( 1 － lnqj) ］

bj =
w' ( cj )
w( cj( ))

2

－
w″ ( cj )
w( cj )

=

ecj［exp( ecj ) ·ecj + exp( ecj ) － 1］=
ln( 1 － lnqj ) ［( 1 － lnqj ) ·ln( 1 － lnqj ) － lnqj］

那么极大似然方程组式( 2 ) 和式( 3 ) 能近似表
示如下

－∑
r

j = 1
( aj － bjzj ) +∑

r

j = 1
Ｒj ( 1 － aj + bjzj ) = 0 ( 4)

－ r －∑
r

j = 1
( aj － bjzj ) zj +∑

r

j = 1
Ｒj ( 1 － aj + bjzj ) zj = 0

( 5)

将 zj =
yj － μ
σ 代入式

( 4) ，化简得:

μ̂ =
∑
r

j = 1
( 1 + Ｒj ) bjyj

∑
r

j = 1
( 1 + Ｒj ) bj

－
∑
r

j = 1
( 1 + Ｒj ) aj －∑

r

j = 1
Ｒj

∑
r

j = 1
( 1 + Ｒj ) bj

σ̂ ( 6)

记 A =
∑
r

j = 1
( 1 + Ｒj ) bjyj

∑
r

j = 1
( 1 + Ｒj ) bj

，B =
∑
r

j = 1
( 1 + Ｒj ) aj －∑

r

j = 1
Ｒj

∑
r

j = 1
( 1 + Ｒj ) bj

，

则式( 6) 可以表示为
μ̂ = A － Bσ̂ ( 7)

然后，再将 zj =
yj － μ
σ 及式
( 7) 代入式( 5 ) ，得到

关于 σ̂的二次方程:
Dσ̂2 + Eσ̂ － H = 0 ( 8)

其中，

D =r +B∑
r

j =1
aj －B∑

r

j =1
Ｒj( 1 －aj) －B

2∑
r

j =1
bj －B

2∑
r

j =1
Ｒjbj =

r +B ∑
r

j =1
(1 +Ｒj) aj －∑

r

j =1
Ｒj － ∑

r

j =1
(1 +Ｒj) aj －∑

r

j =1
Ｒ[ ]{ }j =r

E =∑
r

j =1
( aj +Ｒjaj －Ｒj) ( yj －A) －2B∑

r

j =1
(1 +Ｒj) bj( yj －A)

H =∑
r

j = 1
( 1 + Ｒj ) bj ( yj － A) 2 ＞ 0

解方程式( 8) ，得到关于 σ̂的值:

σ̂ = － E + E2 + 4槡 rH
2r

将求出的 σ̂的值代入式( 7) 即可求出 μ̂的值。

3 最佳线性无偏估计

设在逐次截尾 Ｒ =［Ｒ1，Ｒ2，…，Ｒr］的试验中，失

效元件的寿命记为 ti1≤ti2≤…≤ tir，其下标看做是
随机向量( I1，I2，…，Ir ) 的一组观测值，该随机向量
所有可能取值的集合记为 G，设其分布律为 P{ I1 =
i1，I2 = i2，…，Ir = ir}≡Pi1，i2，…，ir，其中［i1，i2，…，ir］∈
G且 1 = i1≤ i2≤…≤ ir≤n。则在{ I1 = i1，I2 = i2，
…，Ir = ir}条件下，有

F( tij ) = 1 － exp 1 － e
tij( )η{ }

m

，j = 1，2，…，r

移项，并取三重对数后可得

lnln( 1 － ln( 1 － F( tij ) ) ) =mlntij －mlnη ( 9)

令 T i1，i2，…，ir =［Ti1，Ti2，…，Tir］
T，其中 Tij =

lnln( 1 － ln( 1 － F( tij ) ) ) ，j =1，2，…，r。显然 F( ti1 ) ＜
F( ti2 ) ＜… ＜ F( tir ) 是来自 U( 0，1) 均匀分布的统计
量，设

ET i1，i2，…，ir = ai1，i2，…，ir = ［ai1，ai2，…，air］
T，

Σi1，i2，…，ir = E［T i1，i2，…，ir － ai1，i2，…，ir］［T i1，i2，…，ir －

ai1，i2，…，ir］
T 则 T i1，i2，…，ir均值和方差只与 n 和 r 有关，

而不依赖于其它参数。那么式( 9) 可表示为

lntij = lnη + 1
maij +

1
m δij，j = 1，2，…，r ( 10)

其中 δ i1，i2，…，ir =［δi1，δi2，…，δir］
T，并且

E( δi1，i2，…，ir ) = 0，Cov( δi1，i2，…，ir ) =Σi1，i2，…，ir。

再令

Y i1，i2，…，ir =［Yi1，Yi2，…，Yir］
T =［lnti1，lnti2，…，

lntir］
T

Xi1，i2，…，ir =

1 ai1

1 ai2

 
1 a













r

θ = ( μ，σ) T，其中 μ = lnη，σ = 1
m

εi1，i2，…，ir =
1
m δi1，i2，…，ir

将式( 10) 转化为如下矩阵形式
Y i1，i2，…，ir = Xi1，i2，…，irθ + εi1，i2，…，ir，

Cov( εi1，i2，…，ir ) = σ
2Σi1，i2，…，ir

}。

根据高斯 －马尔科夫定理，用加权最小二乘法
求得参数的最佳线性无偏估计( BLUE)
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θ̂i1，i2，…，ir =
μ̂i1，i2，…，ir

σ̂i1，i2，…，i
[ ]

r

=

［X'
i1，i2，…，ir 

－ 1
i1，i2，…，ir Xi1，i2，…，ir］

－ 1 X'
i1，i2，…，ir ×

 － 1
i1，i2，…，irYi1，i2，…，ir

当 n，r 及 i1，i2，…，ir 给定时，矩阵 Xi1，i2，…，ir与

Σi1，i2，…，ir都是已知的，所以为了便于使用，将参数的

最佳线性无偏估计简化如下形式

μ̂( i1，i2，…，ir ) =∑
r

j = 1
D0 ( i1，i2，…，ir，n，r，j) lntij

σ̂( i1，i2，…，ir ) =∑
r

j = 1
D1 ( i1，i2，…，ir，n，r，j) lnti

}
j

其中: D0 ( i1，i2，…，ir，n，r，j) 称为 μ( i1，i2，…，ir ) 的
最佳线性无偏估计系数; D1 ( i1，i2，…，ir，n，r，j) 称为
σ( i1，i2，…，ir ) 的最佳线性无偏估计系数。
因此，在 Ｒ = ( Ｒ1，Ｒ2，…，Ｒr ) 下，ZZ 分布参数最

佳线性无偏估计的一般表达形式为

μ̂ = ∑
( i1，i2，…，ir) ∈G

1 = i1≤i2≤…≤ir≤n

Pi1，i2，…，ir·μ̂( i1，i2，…，ir ) ( 11)

σ̂ = ∑
( i1，i2，…，ir) ∈G

1 = i1≤i2≤…≤ir≤n

Pi1，i2，…，ir·σ̂( i1，i2，…，ir ) ( 12)

上面的表达式涉及到系数 D0 ( i1，i2，…，ir，n，r，
j) ，D1 ( i1，i2，…，ir，n，r，j) 和概率 P { I1 = i1，I2 = i2，
…，Ir = ir} ≡Pi1，i2，…，ir的计算，本文仅对下面两种情

况，给出参数估计的简化形式，并构造相应的数表计

算公式，便于使用。
3． 1 Ｒ =［n － r，0，0，…，0］1 × r时的参数估计

当移出数据为 Ｒ =［n － r，0，0，…，0］1 × r时，n 个

元件参加试验，在第一个元件失效时刻一次随机移

出 n － r 个未失效元件，剩下的 r － 1 个元件继续参
加试验直至全部失效。ti1 ＜ ti2 ＜… ＜ tir可以看成来
自容量为 n 的次序统计量 t1 ＜ t2 ＜… ＜ tn 中固定第
一个次序统计量后，从余下 n － 1 元件中随机抽取 r
－ 1 个的子样本，且该子样本有 Cr － 1

n － 1种等可能。所
以此时有

P{ I1 = i1，I2 = i2，…，Ir = ir}≡Pi1，i2，…，ir = 1 /C
r － 1
n － 1

由式( 11 ) 和式 ( 12 ) 得 ZZ 分布参数估计可表
示为如下形式

μ̂Ｒ = ( n － r，0，0，…，0) =
1

Cr －1
n －1

∑
( i1，i2，…，ir) ∈G

1 = i1≤i2≤…≤ir≤n

μ̂( i1，i2，…，ir )

σ̂Ｒ = ( n － r，0，0，…，0) =
1

Cr －1
n －1

∑
( i1，i2，…，ir) ∈G

1 = i1≤i2≤…≤ir≤n

σ̂( i1，i2，…，ir )

令

1
Cr － 1

n － 1
∑

( i1，i2，…，ir) ∈G

1 = ii ＜ i2 ＜… ＜ ir≤n

D0 ( ii，i2，…，ir，n，r，j ) =

D'
0，Ｒ = ( n － r，0，0，…，0) ( n，r，j)

1
Cr － 1

n － 1
∑

( i1，i2，…，ir) ∈G

1 = ii ＜ i2 ＜… ＜ ir≤n

D1 ( ii，i2，…，ir，n，r，j ) =

D'
1，Ｒ = ( n － r，0，0，…，0) ( n，r，j)
则 Ｒ =［n － r，0，0，…，0］1 × r时 ZZ 分布的最佳线性
无偏估计如下

μ̂Ｒ = ( n － r，0，0，…，0) =
1

Cr － 1
n － 1

∑
( i1，i2，…，ir) ∈G

1 = i1≤i2≤…≤ir≤n

∑
r

j = 1
D0 ( i1，i2，

…，ir，n，r，j) lntij =

∑
r

j =1

1
Cr －1

n －1
∑

( i1，i2，…，ir)∈G

1 = i1≤i2≤…≤ir≤n

D0( i1，i2，…，ir，n，r，j[ ]) lntij =

∑
r

j = 1
D'

0，Ｒ = ( n － r，0，0，…，0) ( n，r，j) lntij

σ̂Ｒ = ( n － r，0，0，…，0) =
1

Cr － 1
n － 1

∑
( i1，i2，…，ir) ∈G

1 = i1≤i2≤…≤ir≤n

∑
r

j = 1
D1 ( i1，i2，

…，ir，n，r，j) lntij =

∑
r

j =1

1
Cr －1

n －1
∑

( i1，i2，…，ir)∈G

1 = i1≤i2≤…≤ir≤n

D1( i1，i2，…，ir，n，r，j[ ]) lntij =

∑
r

j = 1
D'

1，Ｒ = ( n － r，0，0，…，0) ( n，r，j) lntij
为 了 便 于 计 算 参 数 的 估 计，其 系 数

D'
0，Ｒ = ( n － r，0，0，…，0) ( n，r，j) 和 D'

1，Ｒ = ( n － r，0，0，…，0) ( n，r，j) 在
n = 5 到 n = 20 时已由计算机给出。
3． 2 Ｒ =［1，1，…，1，0，0，…，0］1 × r时的参数估计

在每次失效时刻 XＲ
j∶ r∶ n，j = 1，2，…，r 分别移出 1

个未失效产品的情况: n 个元件参加试验，设有 r 个
失效，且在每次失效时刻移出 1 个未失效元件。在
Ｒ =［1，1，…1，0，0，…，0］1 × r时，每种情况可能出现

的概率 P{ I1 = i1，I2 = i2，…，Ir = ir}≡Pi1，i2，…，ir不再相

等，但其计算可借助计算机完成，最终体现在后面的

数表中。
由式 ( 11 ) 和式 ( 12 ) ，移出 数 据 为 Ｒ =

［1，1，…，1，0，…，0］1 × r的 ZZ 分布的最佳线性无偏
估计表示如下

μ̂Ｒ = ( 1，…，1，0，…，0) =∑
r

j = 1
D'

0，Ｒ = ( 1，…，1，0，…，0) ( n，r，j) lntij

σ̂Ｒ = ( 1，…，1，0，…，0) =∑
r

j = 1
D'

1，Ｒ = ( 1，…，1，0，…，0) ( n，r，j) lntij
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其中，

D'
0，Ｒ = ( 1，…，1，0，…，0) ( n，r，j) = ∑

( i1，i2，…，ir) ∈G

1 = ii ＜ i2 ＜… ＜ ir≤n

Pi1，i2，…，ir ×

D0 ( ii，i2，…，ir，n，r，j)
D'

1，Ｒ = ( 1，…，1，0，…，0) ( n，r，j) = ∑
( i1，i2，…，ir) ∈G

1 = ii ＜ i2 ＜… ＜ ir≤n

Pi1，i2，…，ir ×

D1 ( ii，i2，…，ir，n，r，j)
为 了 便 于 计 算 参 数 的 估 计，其 系 数

D'
0，Ｒ = ( 1，1，…，1，0，…，0) ( n，r，j) 和 D'

1，Ｒ = ( 1，1，…，1，0，…，0) ( n，r，
j) 在 n = 5 到 n = 20 时已由计算机给出。

4 数值模拟

基于 Monte Carlo 模拟，给出以上两种方法下
ZZ分布参数的估计结果。根据文［4］给出的算法，
产生 ZZ分布下逐次定数截尾数据的步骤如下:

1) 产生 r个来自均匀分布 U( 0，1 ) 的独立随机
样本 W1，W2，…，Wr ;

2) 在预先设定的逐次定数截尾移出数据
Ｒ =［Ｒ1，Ｒ2，…，Ｒr］下，令

Vj =W1 / ( j + Ｒr + Ｒr － 1 +…Ｒr － j + 1)
j ，j = 1，2，…，r;

3) 再令 Uj = 1 － VrVr － 1…Vm － i + 1，j = 1，2，…，r，则
U1，U2，…，Ur 是来自均匀分布 U( 0，1) 的逐次定数
截尾数据;

4) 令 Xj = F － 1 ( Uj ) ，j = 1，2，…，r，得到来自 ZZ
分布的逐次定数截尾试验数据，其中 F － 1 ( ·) 是 ZZ
分布函数的反函数，

Xj = ( β·ln( 1 － ln( 1 － Uj ) ) )
1 /m，j = 1，2，…，r。

设定两组不同样本量和两组不同的移出数据，

根据 3. 1 和 3. 2 节方法，构造最佳线性无偏估计的
系数值分别如表 1 和表 2 所示。

表 1 n =10，r =8 的 BLUE系数值
Tab. 1 the coefficient table of BLUE

j
Ｒ =［n － r，0，…，0］1 × r Ｒ =［1，…，1，0，…，0］1 × r

D'
0 D'

1 D'
0 D'

1

1 0. 127 8 － 0. 348 4 0. 138 8 － 0. 348 4

2 － 0. 086 7 0. 009 2 － 0. 102 4 0. 011 4

3 0. 003 6 － 0. 010 1 0. 004 3 － 0. 010 5

4 0. 003 9 － 0. 007 0 0. 005 6 － 0. 009 8

5 － 0. 014 3 0. 031 3 － 0. 016 4 0. 028 4

6 － 0. 035 0 0. 107 6 － 0. 043 6 0. 106 0

7 0. 087 0 0. 135 3 0. 073 4 0. 132 1

8 0. 913 8 0. 082 1 0. 940 2 0. 090 7

表 2 n =15，r =11 的 BLUE系数值
Tab． 2 the coefficient table of BLUE

j
Ｒ =［n － r，0，…，0］1 × r Ｒ =［1，…，1，0，…，0］1 × r

D'
0 D'

1 D'
0 D'

1

1 0. 346 5 － 0. 228 0 0. 605 8 － 0. 155 6

2 － 0. 447 5 － 0. 073 8 － 0. 829 6 － 0. 186 9

3 － 0. 233 9 － 0. 045 2 － 0. 415 0 － 0. 088 0

4 0. 008 0 0. 004 1 0. 014 1 0. 006 7

5 0. 089 3 0. 020 2 0. 148 4 0. 030 1

6 0. 170 4 0. 038 2 0. 275 3 0. 064 0

7 0. 188 8 0. 038 5 0. 300 4 0. 073 8

8 0. 132 1 0. 003 8 0. 210 6 0. 035 1

9 0. 062 4 － 0. 056 4 0. 084 3 － 0. 036 0

10 0. 106 6 － 0. 074 4 0. 085 2 － 0. 062 6

11 0. 275 2 － 0. 088 0 0. 520 5 0. 319 3

应用上述数据，模拟得参数估计的结果如表 3
所示。

表 3 m真 =2，η真 =2 的数值模拟结果
Tab. 3 Numerical simulation results

( n，r) Ｒ =［Ｒ1，Ｒ2，…，Ｒr］
AMLE BLUE

m̂ η̂ m̂ η̂

( 10，8)

( 15，11)

( 2，0，0，…，0) 1 × 8 1. 619 5 1. 358 4 1. 799 8 1. 574 7

( 1，1，0，…，0) 1 × 8 1. 663 9 1. 340 2 1. 799 7 1. 431 8

( 3，0，0，…，0) 1 × 12 1. 688 5 1. 435 8 1. 833 1 1. 598 0

( 1，1，1，0，…，0) 1 × 12 1. 690 4 1. 408 9 1. 711 0 1. 475 4

从表 3 中可以看出，最佳线性无偏估计结果和
近似极大似然估计结果都较接近参数真值，且最佳

线性无偏估计结果较优。因此，二者均可应用于寿
命服从 ZZ分布、逐次定数截尾寿命试验下的参数
估计。

5 结 论

本文基于逐次定数截尾寿命试验模型，运用近

似极大似然法和最佳线性无偏估计法，对产品寿命

服从 ZZ分布的参数进行了统计分析。主要构建了
r维不可观测但可求分布的随机向量，据此将收集
到的逐次定数截尾样本数据转化为一定概率分布条

件下的顺序统计量，进而给出 ZZ 分布参数的最佳
线性无偏估计，并可依据构造出的数表再进行简单

计算即得到参数的估计值。且此法具有的解析表达
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形式、运用数表计算方便等优点，易可应用到
Weibull分布或其他指数型寿命分布中。
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